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MG dau

Muc dich ctia luan van 13 trinh bay lai mot s6 bai toan lien quan dén liy
thita clia cac s6 nguyén. Day 1a mot trong nhitng van de tha vi ctia Iy thuyét so,
duge nhiéu ngudi quan tam nghién ctiu va da c6 rat nhieéu két qua phong phi.

Bai toan dau tién ching t6i quan tam dén 1a bai toan biéu dién cac s6 nguyéen
thanh tong riéng lity thita clia cdc nhan ti nguyen t6. Ky hieu Sj, 1a tap tat ca
cac sb nguyén n c6 the bicu dién thanh tong lily thita k clia tat ci cac nhan ti
nguyén té phan biét ctia n. Hién nay, v6i k£ > 2, ching ta chua c6 nhiéu thong
tin vé tap hop Si, tham chi, ngudi ta méi chi tim ra mot s6 phan tit cia S3. De
Koninck va Luca [3] da dit van dé nghién citu vé cac s6 nguyén c6 thé biéu dién
thanh tong rieng lity thita ctia cdc nhan ti nguyén t6. Céc tac gia nay da khai
thac dugc mot s6 thong tin vé cac so6 nguyén nay. Ching toi tap trung tim hieu

va trinh bay cac két qué nay trong Chuong 1 ctia luan van.

Bai toan thtt hai ma ching t6i quan tam 13 bai toan tim cac s6 Fibonacci
va cac s6 Lucas ¢6 dang cx?. Céac s6 Fibonacci F, va cac so Lucas L, la nhing
s6 nodi tiéng, duge nhiéu nha toan hoc quan tam nghién citu. Day ciing 1 hai
day s6 nguyén c6 nhiéu tinh chat dep da dugc tim ra. Riéng bai toan nghien
cttu vé cac s6 Fibonacci va cac s6 Lucas c¢6 dang cz? cling da duge nhiéu nha
toan hoc nghién cttu. Trong Chuong 2 ciia ludn van, ching to6i tap trung tim
hiéu va trinh bay lai két qua ctia Cohn [2] vé 15i gidi cho bai toan nay khi
c = 1,2 va két qua ctia Keskin va Yosma [5] vé 101 gidi cho cac phuong trinh

L, =2Ly2%, Fy, = 2F,2%, L, = 6Lya2, F, = 3F,2% va F,, = 6F,,2>.

Van dé cudi cing ma chiing toi quan tam trong luan van nay l1a suu tam va
trinh bay lai 18i gidi cho mdt s6 bai toan thi Olympic vé liiy thita clia cac s
nguyén. Day 13 mot trong nhitng dang toan hay gip trong cac dé thi hoc sinh

gibi, cac dé thi Olympic toan hoc. Noi dung nay ching toi tham khao trong cudn
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sach [I] ctia Andreescu va Andrica va duge trinh bay trong Chuong 3 ctia luan

van.

Luan van dugc hoan thanh tai truong Dai hoc Khoa hoc - Dai hoc Thai
Nguyén duéi sy huéng dan cua TS. Ngo Van Dinh, Truosng Dai hoc Khoa hoc -
Dai hoc Thai Nguyén.

To6i xin bay té long biét on sau siac nhat t6i TS. Ngo Van Dinh, nguoi da
dinh huéng chon dé tai va tan tinh huéng dan dé to6i hoan thanh luan van nay.

To6i xin bay t6 long biét on chan thanh t6i Phong Dao tao, cac thay co gido
day cao hoc chuyén nganh Phuong phéap toan so cap, truong Dai hoc Khoa hoc
- Dai hoc Thai Nguyén da gitp dé toi trong sudt qua trinh hoc tap va hoan

thanh luan van t6t nghiép.

Xin cAm on nhitng nguoi than trong gia dinh va tat cad nhitng ngudsi ban than
yeu da hét sitc thong cam, chia sé va tao diéu kién t6t nhat cho toi dé toi co thé

hoc tap, nghién cttu va thyc hién luan van cta minh.

Xin chan thanh cam on.
Thai Nguyén, thang 11 nam 2019

Ngudi viét luan van

D6 Trong Nguyén



Chuong 1

Bieu dién sb nguyén thanh tong
riéng cua lay thiwra cua cac nhan tw

nguyén to

Trong chuong nay, ching toi quan tam dén bai toan biéu dién s6 nguyen
thanh tong lity thita clia cac nhan tit nguyeén t6 clia né. Ta ky hieu S;, 1a tap
tat ca cac s6 nguyen c6 thé biéu dién thanh tong lily thita k clia cdc nhan ti
nguyén t6 clia n6. Dé dang thay rang S; chinh 1a tap tat cd cic sd nguyén to.
Hién nay, v6i k > 2, nguoi ta méi chi tim thay mot s6 vi du vé phan ti thuoc
S3 mic dit s6 phan ti ctia méi tap Sy, c6 thé 1a vo han. Trong [4], De Koninck
va Luca da md rong nghién cttu tap cac sd nguyén cé thé biéu dién thanh téng
rieng liiy thita cia cdc nhan ti nguyen t6. Cu thé, néu ky hieu Si.¢ 12 tap tat ca
cac s6 nguyen cé thé biéu dién thanh tong ¢ liy thita fo cua cac nhan ti nguyén
t6 phan biét thi hai tac gid nay da chi ra duge tap U Sj¢ €6 vo han phan tit

k=2
khi ¢ > 3 1a s6 nguyen 1&. Ngoai ra, hai tac gid nay ciing da chi ra mot s6 tinh

chét khac lien quan va mot s6 thuat toan tim mot s6 phan ti ctia S; ,. Muc dich

ctia chuong 1a trinh bay lai cic két qua nay ctia De Koninck va Luca.

1.1 Thang du bac hai va luat thuan nghich bac hai

Tru6e khi trinh bay néi dung chinh ctia chuong ¢ cdc muc sau, chung toi

nhic lai trong muc nay mot s6 kién thitc vé thing du bac hai, ky hiéu Legendre
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va luat thuan nghich bac hai, d6 1a nhitng cong cu sé dude st dung & phan sau
ctia luan van. Noi dung clia cic kién thitc nay chiung toi tham khao trong cuén

sach “Elementary Number Theory with Applications” cta Koshy []].

Dinh nghia 1.1.1. Cho m 1a mot s6 nguyén va a 13 mot s nguyén sao cho
(m,a) = 1. Khi d6 s6 a dugc goi 1a mot thang du bac hai cia m néu ton tai mot

s6 nguyén x sao cho 22 = a (mod m).

Vi du 1.1.2. Xét v6i m = 4, ta thay

Vay 4 c6 mot thang du bac hai la 1.

Xét v6i m = 13, ta thay

12=1=12% (mod 13), 22=4=11% (mod 13),
32=9=10> (mod 13), 42=3=9% (mod 13),
52=12=8% (mod 13), 6>=10=7> (mod 13).

Vay 13 c6 6 thang du bac hai la 1, 3, 4, 9, 10 va 12.

Theo dinh nghia 6 trén, s6 nguyén a 1a thing du bac hai ctia m khi va chi
khi phuong trinh dong du bac hai 22 = @ (mod m) c6 nghiém. Tiéu chuan Euler
duéi day cho ta mot diéu kien can va di dé mot s6 nguyen duong a 1a thang du

bac hai ctia m trong truong hop m 1a mot s6 nguyén t6 1& p.

Dinh 1y 1.1.3 (Tiéu chuan Euler). Cho p la s6 nguyén to lé. Khi dé mot so
nguyén duong a khong chia hét cho p la mot thang du bac hai ciia p khi va chi
khi a?=1/2 =1 (mod p).

Vi du 1.1.4. Dé kiém tra 2 c6 phai la thang du bac hai ctia 17 hay khong, ta
tinh 207-1/2 = 98 = 1 (mod 17). Do vay 2 la mot thiing du bac hai ctia 17. Tuong
tu nhu vay, ta c6 3(7-1)/2 = 38 = 16 = —1 (mod 17). Do d6, 3 khong la thang du

bac hai cua 17.

Nhu vay tieu chuan Euler cho ta mot cong cu kiém tra tinh giai duge ctia
phuong trinh dong du 2? = a (mod p). Tuy nhién viéc sit dung cong cu nay sé
gap kho khan trong tinh toan khi s6 nguyén t6 p thuc sir 16n. Mot trong nhiing

cong cu ho trg trong cac tinh toan nay la ky hiéu Legendre.
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Dinh nghia 1.1.5. Cho p 1a s6 nguyén t6 1& va a 1a s6 nguyén bat k¥ sao cho
pta. Ky hiéu Legendre (a/p) duge xac dinh béi cong thiic

1 néu a la thing du bac hai ctia p,
(a/p) =

—1 cho truong hop ngugc lai.

Vi du 1.1.6. Theo Vi du1.1.2] 13 ¢6 6 thing du bac hai la 1, 3, 4, 9, 10 va 12
nén theo dinh nghia ky hiéu Legendre, ta co

(3/13) = 1,(1/13) = 1,(4/13) = 1,(9/13) = 1,(10/13) = 1, (12/13) = 1,

(2/13) = -1, (5/13) = -1, (6/13) = -1, (7/13) = —1, (8/13) = —1, (11/13) = —1.

St dung ky hieu Legendre, tiéu chuan Euler c¢6 thé duge phat biéu lai nhu

sau.

Dinh 1y 1.1.7 (Tiéu chuan Euler). Cho p la 56 nguyén té Ié va a la mot so
nguyén duong thoa man pta. Khi do, ta co

(a/p) = a® "D (mod p).
Hé qua 1.1.8. Cho p la mot s6 nguyén to Ié. Khi dé, ta cé (—1/p) = (—1)P~1/2,
Nhan xét 1.1.9. Tu hé qua trén ta c6 —1 la thing du bac hai ctia p khi va chi
khi p=1 (mod 4).
Duéi day 14 mot so tinh chat co ban ciia ky hiéu Legendre va luat thuan
nghich bac hai ma ching toi nhac lai khong chitng minh.
Ménh dé 1.1.10. Cho p la mot s6 nguyén to Ié, va a, b la cdc s6 nguyén bat kj
théa man ptab. Khi do
(1) Néua=0b (mod p) thi (a/p) = (b/p).
(2) (a/p)(b/p) = (ab/p).
(3) (a®/p) = 1.

Dinh 1y 1.1.11 (Luat thuan nghich bac hai). Cho p va ¢ la cdc s6 nguyén to
lé phan biét. Khi doé ta co

p—1g-—1

(p/9)(q/p) = (1) = = .
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Luat thuan nghich bac hai dugc phat biéu lai duéi dang gin véi thuc tién

tinh toan nhu hé qua sau.
Hé qua 1.1.12. Cho p va q la cdic s6 nguyén to lé. Khi do, ta cé

(¢/p) = (/) néup=1 (mod4) hojc q=1 (mod 4),

—(p/q) néup=q=3 (mod4).

Vi du 1.1.13. Xét v6i s6 nguyen t6 17. Vi 17 = 1 (mod 4) nén ta c6 (17/3) =
(3/17). O vi du trudc ta thay 3 khong 13 thiang du bac hai ctia 17. Do d6, 17 cling
khong la thang du bac hai ctia 3.

Xét truong hop p =47 va g = 3. V147 = 3 (mod 4) nén ta co (3/47) = —(47/3).
Ta lai ¢6 4763-D/2 = 47 =2 (mod 3) = —1 (mod 3) nén 47 khong la thing du bac
hai ctia 3 nhung 3 la thang du bac hai cua 47.

Meénh dé duéi day cho ta diéu kien can va di dé 2 va —2 la thing du bac hai

clia s6 nguyéen to p.
Meénh dé 1.1.14. Cho p la mot s6 nguyén té lé. Khi do

(2/p) = 1 khi vi chi khip=1 (mod 8) (1.1)
va

(—2/p) =1 khi va chi khip=1 (mod 8) hodc p=3 (mod 8). (1.2)

1.2 Dinh nghia tap 5,

Tt muc nay dén cudi chuong, ching toi trinh bay lai cidc két qua ctia De
Koninck va Luca [4] va két qua ctia De Koninck [3] vé bai toan biéu dién s6

nguyéen thanh tong rieng lily thita ctia cac nhan tit nguyen to.

Dinh nghia 1.2.1. Cho s6 ty nhién n, ki hiéu w(n) 1a s6 nhan tit nguyeén t6

phan biét trong phan tich tiéu chuan ctia n thanh tich cac nhan t& nguyén to.

Vi du 1.2.2. Trong phan tich nhan ti nguyén t6 clia n = 378 =2-3%-7 ¢6 3
nhan t1it nguyén t6 phan biét nén w(n) = 3. Tuong tu, ta co

w(l15) = w(3-5) =2,
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w(2548) = w(2? - 77 - 13) = 3,
w(2836295) = w(5 - 7-11- 53 - 139) = 5.

Dinh nghia 1.2.3. Cho s6 nguyén k > 2, dit

Sk:{n:w(n)EQVan:Zpk},

pln
trong dé tong dugde lay trén tap tat ca cac nhan ti nguyen t6 phan biét cia n.
N6i mot cach khéc, Sy, 1 tap cac sé nguyéen c6 thé bicu dién thanh tong liy thita
k clia cac nhan tif nguyén to clia no.

Vidu 1.2.4. Ta c¢6

378=2-33.7=23 133473,
2548 = 22 . 72.13 = 23 + 73 + 133,
2836295 = 5-7-11-53-139 = 5% + 7% 4+ 11% 4+ 53% 4 1393,
4473671462 = 2 - 13- 179 - 593 - 1621
=23 1133 + 1793 + 5933 + 16213,
23040925705 = 5 - 7 - 167 - 1453 - 2713
= 5%+ 7% 4 167% 4 14533 + 2713°.

Do d6, 5 s6 nguyén trén thuoc Ss.

Hién nay, theo ching toi duge biét, nguoi ta van chua tim dude sb6 tu nhien
nao thuoc S; véi k = 2 hodc k > 4, miic dit nhitng tap nay rat cé theé 1a tap vo
han phan tt. Nhu vay, ddi véi tap Sy ta chua cé nhiéu thong tin. Dinh nghia
duéi day cho ta tap so6 nguyén rong hon Sy, gom céc so6 nguyén cé thé bicu dién

thanh tong riéng liiy thita k clia cdc nhan tif nguyen to.
Dinh nghia 1.2.5. Cho s6 nguyén k > 2, dit
Sy = {n:w(n) > 2 Van:Zpk},
pln

trong d6 dau * chi ra rang tong dugc lay trén tap con ciia tap nhan tit nguyéen

t6 ctia n.



